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接触问题形状优化的边界元法

及其工程应用

南京航空航天大学　　申秀丽　温卫东* * 　高德平

【摘要】　提出一种用边界元法对平面弹性接触问题进行形状优化的设计分析方法。讨论了平面接

触问题形状优化中设计变量的选取、形状描述的方法以及目标函数和约束条件的确定, 进行了灵

敏度和形状优化的算例考核, 并对航空发动机枞树形榫头/榫槽进行了形状优化设计的应用分析。
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1　形状优化各参数的确定与物体形状描述

　　对接触问题进行形状优化设计,在寻优的过程中需对设计变量的不同投点值反复进行应

力分析和灵敏度分析。接触问题形状优化中的目标函数和约束条件一般均为边界上的参数,因

此,用边界元法求解具有较高的精度;边界元法由于其所含节点数较少, 求解速度较快,可以加

快优化计算的收敛速度。此外, 边界元法更便于形状描述,减化了优化的前处理工作。

确定目标函数。在确定接触问题形状优化中的目标函数时,可以针对两接触物体中的任一

物体,这时同单个物体的形状优化目标函数的选取相类似;也可选取与两接触物体都有关的参

数,如果是接触面的参数,直接选取即可,如果是非接触面的参数, 则要进行加权。

确定设计变量。确定设计变量前,先要确定影响各物体形状的所有参数, 进行形状描述,再

对其进行应力分析和灵敏度分析,对目标函数影响较大的参数便可作为设计变量,其它参数则

作为定值输入,重新进行形状描述,以提高优化设计效率,保证优化结果满足工程要求。

确定约束条件。对于接触问题,与几何参数有关的约束条件可选择只与其中一物体有关的

参数,也可以选择与两接触物体都有关的参数; 与性能参数有关的约束条件除了选择与单个物

体有关的参数外, 一般还应包括接触面的参数, 例如接触面的面力、应力等。

形状描述。采用边界元法或有限元法等数值方法进行形状优化中的应力分析和灵敏度分

析时, 其形状描述一般包括两部分内容, 第一部分通过所选的设计变量确定两接触物体的形

状,即在设计变量的值已知的前提下,自动生成两接触物体各节点的坐标;第二部分分析设计

变量对接触物体的形状的影响,即分别求出各物体的节点坐标对其所有设计变量的导数。因

此,对接触问题进行形状优化时,所确定的设计变量为两物体共有,当某一设计变量与其中一

物体无关时, 该物体的节点坐标对这一设计变量的导数取零。



2　应力分析和灵敏度分析
　　对接触问题进行应力分析和灵敏度分析时,用二次单元对边界积分方程进行离散,可推导

得到求解接触问题的边界元方程
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上式可简写成: [ A- ] {X j } = [ B- ] {Y j } ( 2)

其中[ A- ]、[ B-]、{X j }和{Y j }各矩阵与( 1)式中的矩阵对应。那么,相应的接触问题灵敏度分析的

边界元方程由( 2)式对设计变量 t求导后可推导得
[ 2]
:

[ A-] {X j , t } = [ B- , t] {Y j } + [ B-] {Y j , t} - [ A- , t] {X j } ( 3)

( 1)式中, H�和 G
�表示局部坐标系下的系数矩阵, A 和 B 分别表示 A、B 物体未知量和已知量

的系数矩阵;角标 A、B 为 A、B 物体, 角标 C 为接触边界, a为粘连接触边界, s为滑移接触边

界, i、j 和 l、k 分别为 A 和 B 物体的节点和单元, V 0, n
1 表示接触点对在第 n步迭代时的初始距

离; x 和 z 分别为非接触边界未知的和已知的面力和位移; v 和 q为接触边界在局部坐标系下

的位移和面力; t为设计变量。

3　算例分析

　　例 1　两接触长方体受外压的形状优化　本算例为平面应变问题, A 物体的长为 100

mm ,宽为 100 mm ; B 物体的长为 300 mm ,宽为 300 mm, 如图 1所示。材料参数为 �= 0. 3, G

= 4000×10
2
N / mm

2
,外载荷 p = 1000 N / mm

2
,作用于 A、B 物体根部固支。取 A 物体的上下

宽度为设计变量, 即 t1= L 1, t 2= L 2。

表 1列出了灵敏度分析的结果, 并与“差分法”作了比较。本文所述的差分法,即对设计变

量按适当的步长取不同的值, 分别进行应力分析,在此基础上差分。从表 1可以看出, “差分

法”与导数法求解的灵敏度值相比,相对误差值较小,可以认为具有较高的精度。但差分法需选

择适当的步长,对于不同的设计变量要反复进行应力分析,用导数法求解只需计算一次。

表 1　用导数法和差分法求解接触点处面力对 t1 和 t2灵敏度值的比较　　(单位: N / mm3 )

对 t 1 对 t 2

节点号 5 6 7 8 5 6 7 8

导数求解

差分求解

相对误差

7036. 0

7062. 5

0. 4%

1423. 9

1482. 0

0. 5%

1445. 1

1482. 0

2. 5%

1150. 4

1126. 9

2. 0%

- 6723. 7

- 6713. 0

0. 15%

- 1471. 1

- 1470. 0

0. 07%

- 1458. 1

- 1456. 5

0. 11%

- 1191. 7

- 1190. 0

0. 07%

在进行形状优化时改变设计变量的初值, 即初始投点取: t 1= 46 mm , t2= 54 mm ,如图 2所

示。应力目标函数的初值为 f ( x ) = 1001. 59 N/ mm
2。两个设计变量的上下界分别取 44. 5 mm

≤t 1≤55. 5 mm 和 44. 5 mm≤t2≤55. 5 mm。该力学模型的形状化的数学模型为: min: f ( t ) =

max [ �d ( i ) ] ( i指 A、B 物体所有边界节点) , s . t . : t 1+ t2≤100。
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该力学模型的形状优化的理论解应为下宽上窄。形状优化的结果为: t1= 55. 5 mm, t2=

44. 5 mm, f ( x ) = 750. 509 N/ mm
2
, 如图 2所示。

图 1　两长方体接触的边界元分析模型 图 2　优化前后结果图示

例 2　榫头/榫槽的形状优化分析　由于把榫头/榫槽作为平面问题处理时均为对称结

构,在计算时可选取结构的一半作为计算模型, 如图 3所示。计算时叶片的离心力等效为静拉

伸力作用在榫头上,即 q= 158. 3034 N/ mm
2。将榫头边界划分为 39个三节点二次单元, 78个

节点;榫槽的边界划分为 49个三节点二次单元, 98个节点,其中,各对榫齿接触面内划分为 3

个单元, 7个节点。计算时,榫头/榫槽的节点坐标根据设计变量的值自动生成,如图 4所示。榫

头/榫槽的材料 �= 0. 305, G= 69000 N/ mm
2
,  = 8. 21×10

- 3
kg/ mm

3
。

图 3　榫头/榫槽计算模型图 图 4　榫头与榫槽节点图

本文将结构边界上节点的最大当量应力作为目标函数,即在优化的过程中,使得结构边界

上的最大当量应力值最小: m in: f ( x ) = max [ �d ( i ) ] ( i 指边界节点)。在优化过程中,取约束条

件 g1 :榫头第一齿齿颈处的拉伸应力≤许用应力; g2 :齿面的挤压应力≤许用应力; g 3:榫槽最

后一齿齿颈处的拉伸应力≤许用应力。在设计变量的选择过程中, 考虑了工艺的要求和形状优

化的局部优化的特点, 本文选齿距 x 1、齿形倾斜角 !和接触面圆弧半径 R 1为设计变量。

115第　2　期 接触问题形状优化的边界元法及其工程应用



由于节点坐标对设计变量的导数的正确与否直接影响应力灵敏度的结果,因此,在形状优

化前,首先用差分求解各节点坐标的灵敏度,以考核节点坐标对各设计变量的导数, 并在此基

础上进行应力灵敏度分析。形状优化的结果见表 2。

表 2　优化前后的设计变量、目标函数和约束条件的对比值　　(单位: mm, N / mm2)

t 1 t 2 t3 f g 1 g 2 g 3 CPU

优化前

向前差分优化

灵敏度优化

1. 4

1. 3

1. 3

22. 00

21. 96

22. 50

5. 29

2. 20

5. 20

265. 69

235. 32

234. 52

- 32. 54

- 22. 41

- 21. 78

50. 52

- 7. 39

- 4. 59

- 5. 46

- 8. 44

- 11. 15

7′

4′

图 5　优化前后榫头( a)和榫槽( b)的形状图

表 2中, t1、t2 和 t 3表示 x 1、!和 R1 , f

表示目标函数, 即当量应力 �d , g j 表示第 j

个约束条件。由表2可以看出,优化前榫头

的最大挤压应力不满足第二个约束条件,

优化后所有约束条件都得到满足。且灵敏

度解的最大当量应力降低了 11. 7%。差分

解的最大当量应力降低了 11. 4%。用导数

求解灵敏度比用差分求解灵敏度效果更

优,且对于这样复杂的结构,用差分法进行

优化所用的时间, 远大于用灵敏度进行优

化所用的时间。图 5为进行形状优化前后

榫头/榫槽的形状变化图。

小结　本文采用边界元法对平面弹性接触问题进行了形状优化分析。结果表明,用边界元

法对平面接触问题进行应力分析和灵敏度分析具有较高的精度,进行形状优化时,迭代速度较

快,效果比较理想。在榫头/榫槽的形状优化分析中, 用导数法求解灵敏度进行优化与用差分法

求解灵敏度进行优化相比, 所用的迭代时间要少得多。
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FULL- LENGTH PAPERS

SHAPE OPTIMIZATION FOR CONTACT PROBLEMS
WITH BOUNDARY ELEMENT METHOD

Shen Xiuli , Wen Weidong, Gao Deping
( 2nd Dept. Nanj ing University of Aeronautics and Astronautics, Nanj ing　210016)

ABSTRACT　　　　An analyt ical method o f shape opt imizat ion is put fo rw ar d for tw o

- dimensional elast ic contact problems w ith boundary element method. Choice of the design

variables and a method of shape descript ion, as w ell as determ inat ion of target funct ion and

rest rain condit ions in tw o- dimensional elast ic contact problems are consider ed. The numeri-

cal examples are car ried out on the sensit ivity and shape opt imaization. Furthermore, the

shape optim izat ion analy sis o f the the fir- tr ee tenon/ mort ise in an aero engine is carried out .

Key Words　Boundary element method　Shapes　Optimizat ion　Contact problems

AN EXACT SOLUTION FOR FREE VIBRATION

OF TOROIDAL THIN SHELL
Li Lin

( 4th Dept. Beij ing University of Aeronautics and Astronautics, Beij ing　100083)

ABSTRACT　　　　A new exact solut ion is developed which enables to determine the

fr ee vibrat ion character ist ics of toroidal thin shell w ith homogeneous boundary condit ions.

But the so lut ion r equires numerical ev aluat ion of an eight o rder complex determinant to find

its eig envalues. T he results ar e exact in the same sense as the numerical solut ion of the t ran-

scendental fr equency equat ion for a beam yields an exact solution of it s vibr at ion f requency.

The eigenvalues o f cy lindrical shell with the boundary condit ions co rresponding to simple-

simple support ( SS) , clamped- fr ee suppo rt ( CF) and clamped- simple support ( CS) have

been calculated and their dependences on the slenderness of the shell have been found out

yet . T he results are compared w ith those obtained by other invest igators using dif ferent

methods and experiments.

Key Words　Ro tary shell　Free vibrat ion　Characteristic values

NUMERICAL ANALYSIS OF BLADE TRANSIENT RESPONSES
TO BIRD IMPACT UNDER CENTRIFUGAL LOADINGS

Chen Wei, Song Yingdong, Yin Jing, Gao Deping
( 2nd Dept. Nanj ing University of Aeronautics and Astronautics, Nanj ing　210016)

ABSTRACT　　　　T he integr at ive rigidity and the lo cal rigidity o f blades are en-

hanced by their cent rifugal loading, so that when a f lying bird impacts on the aeroengine

blades under their ro tat ing states, the responses of the blades ar e different f rom those under

the stat ic states. T he nonlinear t ransient responses of the blades to the bird impact under the

dif ferent cent rifug al loadings ar e analyzed by using the finite element method. The results


